GEODEZINES KREIVES

GEODEZINES KREIVES
Geodezires kreives kraStinis uzdavinys

Per 2 pavirSiaus tasSkus/;(z;,y;,21), Ms(xy,95,25) galima pravesti be galo daug
kreiviy priklausawiy pavirsSiui. Ta iSy, kurios ilgis maziausias vadinama pavirSigaesdezine
kreive.

Tarkime, kad pavirSiaus lygtis = z(z,y), tada geodezin kreive ~, jungiartia tasSkus
M ir M, rasime iSsprergvariaciri uzdavin

3

min | ds = min 1—|—y;,2:1: —1—25'[/,2 x,y(x)) dz, (1)
7{ vin [ L0200+ )

Cia ds kreives v lanko ilgio diferencialasy = y(z) —kreiws ~ projekcijosi Ozy plokStung lygtis.
Atlik ¢ atitinkamus pertvarkymus, rasime Sio variacinidawinio Eulerio lygt

(v'p = q)(ty"” + 25y + 1)
1+ p* + ¢

n"

2 2 2
dia p = 32(33 i/(w))7 = 32(33 z(@)v .9 z(;{;g;/(x))v o9 zé()ig/;x)) ;-9 ngg;g;/(fv)) .

Todkl iSsprend krastin uzdavin

(u'p — a)(ty"” + 25 + 1)
1+ p” + ¢
y(1) = 1, Y(72) = W

I

Y

rasime funkci y = y(x) ir geodezigs kreiws parametrines lygtis:

T =z,
vy =y(@), Tiay ST < m
z = 2(z,y(x)).
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Pavyzdziai

2
Pavyzdys 1. Rasti paviréiau&:ﬂ+20 geodezin kreivg, jungiartia taskus

10
Ml(_12;4;0; 8); M2(3a2a21a2) .

Sprendimas. Apskéiave

p = 2Hwy(@) _ Y@y 9xwy(@) _ ay(@)

Ox —10 017 dy 5 7
Py 0z0y 57 dy? 5

gauname funkcijay = y(z) krastin uzdavin:

y 29y (2y +ay') (yy' —22)
100 4 dz2y® + o
y(—12) =4, y(3) =2

Y

Ji sprendziame skaitmeniniuidhu pasitelkiant paketMaple (DL — krastinio uzdavinio diferencialéin
lygtis apraSytaMaple sintakse):

>sp: =dsol ve({DL, y(-12)=4,y(3)=2},{y(x)}, nuneric);
Sp := gnax (x_bvp) ... end pro

Dabar galime apské&uoti sprendinio reikSmir jo iSvestire bet kuriame intervala: € [—12;2] tasSke,
pvz., kaix = —2

>sp(-2);
[x =-2,Yy(x) = 3.30815016841005420% y(x) = -0.2530664245396766%9
Be to, rasime ir geodezin kreiws tasSk; koordinates:

>z:=(Xx,y)->x*y"2/ 10+20:
>rhs(sp(-2)[1]).rhs(sp(-2)[2]),z(rhs(sp(-2)[1]),rhs(sp(-2)[2]));
-2.,3.308150168410054, 17.8112284

GrafiSkai atvaizduojame pavitgigeodezin kreive ir jos projekcip Oxy plokStumoje:



GEODEZINES KREIVES

r3.4

i~ Ty . dezia kreive
PavirSiusz = BT 20 Ir jo geodezia kreive Geodezins kreiws projekcijaOzy plokstumoje

Pavyzdys 2. Cilindrinj pavirSi geodezigs kreiws
Kai cilindrinio pavirSiaus vedainji kreivé nusakoma lygtimis
r = x(t),

y = y(t),

tai geodezia kreive jungiartia taskus M(xy,y;,21), My(z9,y5,29) rasime iSsprend variacin
uzdavin:

kurio Eulerio lygtis

2w — 2w =0,
dia w = z'? + y'2 — yra zinoma funkcija. Sios lygties benidrsprendin galima iSreiksti integralu

2(t) = ¢y + o [w(t)dt
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Todkl geodezigs kreiws, jungiagios taskusiM(z,yy,21), Ms(xy,y5,25), parametrigs lygtys

(2 = a(t),
y = y(t),

Cia réZiai t; turi tenkinti slygas z(t;) = z;, y(t;) = y;, i = 1,2.

z = cos(t),

Skritulinio cilindro atveju 1Y ~ sin(t), (sraigtire linija)

t
z2=2+ (% - Zl)t _1
z = acos(t),
Elipsinio cilindro atveju y = bsin(t),
t)— (T
R ey
a® — b
¢ia Y(t) = —aF|cos(t) 7 ,E— 1l tipo elipsinis intgralac.
T =1,
ct?
Parabolinio cilindro atveju y ’
t
R ek

cia Y(t) = L (201&\/1 + 4c2t? + arcsinh(2ct)).

x = cosht,

. o : = sinh ,
Hiperbolinio cilindro atveju Y

Y(t) —P(h)
Y(t ) —(ty)’

ﬁf

z =2z +(Z2—Z1)

cia (t)

— I tipo elipsinis intgralas.
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Pavyzdys 3. Kigio z = 2 + y2 geodezias kreiws.

Cilindrin¢je koordin&iy sistemoje kginio pavirSiaus lygtisz = p , 0 Sio pavirSiaus kreés
lanko ilgio diferencialo kvadratas

ds® = dp? + p?d® + d2? = (2p'2 + pZ)dgpQ,

todkl jos lanko ilgis
©y
L= f«/?plz +p2dyp.
@1

Sio integralo minimumo Eulerio lygtis
p2+4pl2_2pp”:0’

0 jos sprendinys, tenkinantiglygas p(¢;) = 21, p(es) = 29

2129 SIn [902\/__2%01]
21 sin [90\75901 ] + 25 sin [(’02\/% S0]

plp) =

Tuo nesunkuisitikinti Eulerio lygtyje pakeitusp :% — gauname antros édl lygti su pastoviais
koeficientais.

Tuo bidu, kigio z=+/2® +4®> geodezigs kreiws parametries lygtys cilindriréje
koordin&iy sistemoje

2129 Sin[SOQ\/%SOl]
L | 902_90]’ P <9 <y

RN EE R
z = plp).

‘ plp) =




